Das 6461-Problem - en Beispid fir entdeckende 'Zahlentheorie

Erste Beobachtungen
2% 1 27 _ 333 3. 70 _ 2%6%7 _c.
2+72 ’ 9 3+3+3 ’ 14 245+7
72 233 - 0w 84 238X _
12 2+2+2+3+3 ’ 14 2+2+3+7

X
105 _ 359 _ 5. gasl= 74371 und ——XL
15 3+5+7 7+13+71

Bei diesen Zahlen igt das Primteilerprodukt ( d.h. die Zahl) durch die Primteilersumme tellbar.

Definition Zahlen mit obiger Eigenschaft hell¥en 'nette Zahlen'.

Welche Zahlen haben diese Eigenschaft?

Beispide flr nette Zahlen:

Problem:

2,3,4,5,7,11, 13, 16, 17, 19, 23, 27, 29, 30, ..., 60,
70, 71, 72, 73,...84, 105,150,180, 220, 231, 240, 256, 286, 288, 308, 378,

Es gibt keine nette Zahlen aus genau zwel, voneinander verschiedenen Primfaktoren.

Begrindung:
P>q
p+q
Nur fUr p= q= 2 ergibt sich die Méglichkeit x = 1)

P>q

pP+q

Dap, q Primfaktoren snd ist die Gleichung

= X nur fir X = p oder x = q l6sbar. (

O.B.dA. folgt aus =p danpxq= p> +g>p undsomitp?=0.

oder: Ausp+q=p ¢, miti,j aus{0,1} folgt entweder i =0 oder j= 0 und somit ein
Widerspruch.

Wie kondruiert man zu einer gegebenen Zahl adieausn, (n> 1) Primfaktoren besteht
ihre oder ihren netten Nachfolger aus genau/ mindestens n+1 Primfaktoren ?



Satz

Bdspide

P

p+q+r
dieFadllex =p, x =qoder x =r moglich sind, dadie Félle x = pg oder x = pr oder x = qr
wie oben auf einen Widerspruch fuhren.

Fur drel Primfaktoren p,g,r folgt aus der Gleichung = X dassnur

Py
p+q+r

Se 0B.dA. x=r.Dann kann die Gleichung
p>g - (p+Q) =r.

Kurz Inp+ g+ r=pgr® mitijkI {0,1} mussgenau ein Exponent O sein.

=r umgeformt werden zu

Esig dso zu Uberprifen, fir welche Primzahlpaare die Differenz aus Produkt und
Summe der beiden Primzahlen wieder eine Primzahl ergibt.

q=2 fohrtauf p-2=r.
Diesxe Gleichung trifft auf ale Primzahlzwillinger, r+2 zu. Ob esunendlich vide
Primzahizwillinge gibt ist unbekannt.

30 = 26U o> =3, 70 = 2:67und ——l =
2+3+5 2+5+7
24143

286 = 2X1143und ————— =
2+11+13

g=3 flhrtauf 2p-3=r

p=5: 105 =3>5%7 und Chala S
3+5+7
p=13 897 = 3X3x23und A3
3+13+23
q=7 fuhrtauf 6p-7=r
p= 13 ausq=7undp=13folgt r=71.

d.h. der einzig magliche 'nette Nachfolger' von 91 aus 3 Primfaktoren ist die Zahl 6461

6461 = 7A3X/1
921 7+13+71

p= 17 6*17-7=95, d.h. esgibt keine Ldsung der Gestdt
717, r



'Familien’' von netten Zahlen

Satz  Alle Primzahlen Snd nette Zahlen.
Definition:
Nette Zahlen aus mindestens 2 Primfaktoren heif3en 'echt-nett'.
Saz.  Das Quadrat einer geraden netten Zahl ist nett, d.h. ist anett und gilt 2fadann gilt auch & ist
nett.
Beispidl: 30, 900, 810000, ...; aber : 78° = 6084 ist nett und 78 nicht! ;
Allgemeine Begriindung fir Zahlen der Form & und pla.
Saz.  Zahlen der Form 2pp2 sndnett. Beispiele: 72, 800, 6272, ...
Allgemen gilt: qP xp%4- D gnd nette Zahlen, zB. 3p° , 5Pp?
-1 -1
Berindung qP xpd(@-D _q spd(a- D _ qP- 2580011
p>Xg+qgxq-1)p q°p
2n
Saz. Zehlender Form 2 sind nett.
pn 2 39
Allgemeingilt: P is eine 'echt-nette’ Zah!'. Beigpid: 33" =19683; EZ 729
ppn N (n+1
B@rundung: n— = pp -( ) .
PP
Diesig @ne nétiirliche Zahl dafir dlep, ngilt p"- (n+1)>0.
Saz:  1s aene nette Zahl und durch p tellbar , dann ist auch apeine nette Zahl.
7
Beigpid: Aus 7|84 folgt 84 _ 2950903465574 _ 301112598528
2X4+3X7 +7X7 49
. . . . a’ _aa_po2
Begrindung:  Mit der Primfaktorsumme s gilt. — = — x->a
p>s s p
Diedre Faktoren der rechten Seite der Gleichung sind nattirliche Zahlen.
Saz  Igt AeineneteZahl, it auch @° eine nette Zahl.

Beigide 3und 3% 30und 30°° ; 5° ist echt-nett, aber nicht 5 ; weder 6 noch 6° sind nett.

axaxax.xa _a* _a_ a2

St+s+s+..s Sxa S

Begrindung:  Seal sdie Primfaktorsumme von a Dann ist



Saz. Esgibt keine ungeraden netten Zahlen aus genau 2n Primfaktoren

Begrindung:  Esgilt pratr+s... = p' ¢f r*s ... mit Exponenten 0 oder 1.
Die Primzahlen p,gyt,s ... Snd ungerade, wie auch jedes Produkt dieser Zahlen.
Die Summe ist aber bei 2n Summanden gerade.

Beigiide 16, 30, 150, 220, 1122 =2 X3X11X1.7, 58718 = 241X17 X157
6461 hat keinen 'netten Nachfolger' aus 4 Primfaktoren, d.h. p*6461 it nie nett! aber :

6461x3>47 = 6461X141 = 911001 ist der kleinste Nachfolger von 6461 aus genau 5
Primfaktoren. Dabei gilt: 911001 / 91 = 10011 ; (91+1001)/91 = 1092/91 = 12
Zu 105 gibt es keinen ungeraden 'netten Nachfolger' aus 4 Primfaktoren,;

aber 805 = 840.

‘Unvallstandige Familien von netten Zahlen'

Saz  Zahlen der Form 22n X355 sind nett fir n= 0.5, 1,2,3,4,6,8, 10,13, ...

dabe i 13 dasletzte ungerade n.

n 0.5 1 2 3 4 6 8 10 13
30 60 240 960 |3840 |[15360 |245760| 15728640

Saz.  Zahlen der Form 22n 6% 1 sind nett fir n=1,4,6,7,1851,...  Bgp: 55* 2102

Interessante Beispidle fir nette Zahlen
15015 = 3>6X7X1X3 ; 316470 = 2>3>5x7 1237 572033 = 741X7X9x23

Ein ‘netter Nachfolger' von 2002 ist 2 X7 X11X1.3X149 = 298298 ;

Beispide zur Abfolge der netten Zahlen:

Vier aufeinanderfolgende Zahlen: 70, (71), 72, (73) (einziges Beispid?)

286 = 231x13,288 =232 : 8084 = 22 x43x47, 8085 = 3>5x72 X 1;
Bereich mit vielen 'neften Zahlen' : (2957),2958, (2963), 2964, 2967, (2969), 2970, (2971),

Ein Bereich ohne nette Zahlen liegt zwischen 1276 und 1404



Definition: 'Grundzahlen' snd nette Zahlen ohne echt-nette Teller.
Bespide 70,daTz = {1, 2,5, 7, 10, 12, 35,70}
72,daT72={123,4,6,8,9, 12,18, 24,36, 72}
105 daTi05 ={1,3,5,7,15,21,35,105} ;
6461 da Tese1 = {1,7,13,71,91,497,923,6461}

Gegenbe spiele (Nette Zahlen, die eine echt-nette Zahl ds Teiler haben)

2625 366> %7
25 _ 3+5+5+5+7 :105: 7 2625 17511+ 72 4 5% und 175 -5 ]
15 3+5+7 15 2+6+2+5 15756
andog D5X105 = 2625 : 9572 = 648 ; 36X16 =576 ; 9130 = 2730
3870 = 2660 ; 91X105 = 9555 ; 2728 = 1456 :
'Nette Produkte' :
30584= 2500 200 _g. 2XXN _, 5. 2RXBBONT 454

2+3+5  2+2+3+7  2+2+2+3+3+5+7
70584 = 5880 , aber zB. nicht 7284

Nette Zahlenpaare vom Typ abc und abed mit den Ziffern ab,c,d.

450 = 232 52, 4500 : aber nicht 45000 540 = 22 x33 55 : 5400, aber nicht 54000:

624, 6248 : 646, 6461: 897 = 3x13x23, 8970
84 =22 3x7,840, 8400 ; 84X10", n {0,12346810,1314,18.}:

2 n 2 n
2 ’?f:gzn’@ _2 X:frzz’@ : 588 = 22 x3x72 . 5880, ....588X0" ,0£n<6 !

Umkehrung der Ziffernfolge: 27,72 2079 = 33 x7x11, 9702 = 232 x72 x1
Verdopplung in der Ziffernfolge 4284 = 22 x3% X7 47

Definition: Eine ungerade, echt-nette Zahl heild 'super-nett’ , wenn sSe nur aus (mindestens 2)
vone nander verschiedenen Primfaktoren besteht. Beispiele: 105, 286, 646, 897, 6461, 15015, ...

Statistik zu netten Zahlen
Unter den ersten 10000 Zahlen sind 31 ungerade echt-nette Zahlen, davon sind 14  super-nett.
Unter den ersten 500000 Zahlen sind ca. 41550 Primzahlen und 3070 echt-nette Zahlen ( d.h.
Zahlen mit mehr ds einem Primfaktor); esgibt dso ca. 0.62% echt-nette Zahlenin diesem
Bereich.



