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Beigpid ener dternierenden Folge mit Grenzwert \2

Intervallschachtelung fir /2

1 < ﬁ <2 da 1°<2<2?
14 < ﬁ <15 dal14’°=196<2<225=15°
1,41 <«/§ <142 da1,41?>=1,9881 < 2 < 2,0164 = 1,42°

Intervallhal bierungsverfahren firv/k
Eswird én Intervall [ab] mit a£ ~k £ b bestimmt

. a+b .
Vom Interval [ab] ausgehend wird m = - gebildet.

. +b :
Wenn m?2 > k igt, wird fir das néchste Intervall b = aT gesetzt, d.h. die obere Grenze des neuen

Intervalls ergibt Sch ds arithmetisches Mittdl der dten Grenzen.
o atb
Andernfdls, d.h. wennm? £ k gilt wird a= - gesetzt.

Das Verfahren wird solange wiederhalt, bis die Lange des Intervals [ab] eine vorgegebene Grole e
unterschreitet.



Heronverfahren:
Das Verfahren ist schon vor tber 3000 Jahren bei den sumerischen Mathematikern (ca. 2000 v. Chr.) bekannt und
nach Heron von Alexandria(ca. 75 v. Chr) benannt.

Rechnerische Herleitung : Bestimme die (positive) Losung der Gleichung X = 2

Esgilt: x =1+ d, wobei d die Differenz zwischen dem Naherungswert 1 und der unbekannten
Lésung x i

Somitfolgt: ¥ = (L+d)? =1+2d+d*.=2

Wenn d geniigend klein ist, kann o? gegeniiber 2d vernachlassigt werden und wir erhaten aus 1+2d

=2denWertd = % und somit den Néherungswert x = g

3 o 17
Ausdem Ansatz x = > + d ergibt sch entsprechend x = —

2 Das Verfahren ergibt immer bessere

Naherungsbriiche fir /2.

Allgemein ergjibt das Naherungsverfahren fir vk
X1=%+d ,dso(%+d)*=k undsomitx? +2x,d; +d? =k

2

2X0X0 und wegen x; = X + d; folgt

Wennd? vernachlassighar klein i, gilt néherungsweise: d; =

1 k
X1=§(Xo+ Z)

Anschauliche Herleitung fUr das * Heronverfahren':
Aus einem Rechteck mit Flacheninhat k, der Seite a und deren Partnerseite b (:g) is schrittweise!
en Quadrat herzugtellen.

Die neue Rechtecksaite entsteht jewells durch Bildung des arithmetischen Mittels aus zu kleiner und
ZuU groler Sate.

k . 1 k k
X =a; YO:b:g und somit: X1:§(XO+Z); y1= X

dlgemen:

1 k 1 k
Xneu = E(Xan"‘g) oder X1 = E(X”-I-Z)

(Hinweis: Durch eine Konstruktion mit dem Hohensatz wird ein Rechteck in einem Schritt in das dazu
fl&cheninhaltsgleiche Quadrat verwandelt.)



Auf Grund der Hachengleichhet im * Ergénzungsrechteck’ kann das Verfahren wie folgt
veranschaulicht werden.

Xo

Yo

Xi
Y

X2
Y2

Eigenschaften der Approximation
. k
S8 x>k >—.
Xo

1)

Danngilt: x> >k d.h. x > ./k furadlei;dh. die Naherungsfolge ist beschrankt.
Zeige Ausx > 1k folgt .1 > Kk

-k 30U x?+2xk +k3 0U x2+k3 2x./k U

x? +Kk 1 K
i 3 U =(x+—) 3
2 Jk 5 )g) Jk

2) X1 <X furdlei; d.h. die Folge der Naherungswerte ist monoton fallend.

Begriindung:

Esgilt: % - £>OU 2% - X - K >0 U x- 1(xi+£)>0 U X-%+:1>0
X X 2 X

Wegen x, > Jk > % ist somit die folge der Naherungswerte falend.

3) Das Heronverfahren ist ein Sonderfall des Newtonverfahrens fir f(x) =X - k , x>0

X —m-ﬁ'x = X x-k_ 1 a
" fr(x) " 2x 2 X




Das Heronverfahren kann mit arithmetischem, geometrischem und
harmonischem Mittel beschrieben werden:

k
X|+1_A()(| L] X_) ’

ko 2k 22Xy
Y= L T Xy xy ey

Das harmonische Mittel wird z.B. bei der Berechnung von Durchschnittsgeschwindigkeiten verwendet.

x > vk = /%Y, =G(X, Yo)

Das geometrische Mittel wird z.B. bei der Berechnung des durchschnittlichen Zinssatzes verwendet.

Konvergenz des Verfahrens:

x - vk

Fur den relativen Fehler @ imi-ten Schritt gilt: g = N

Somitigx =(1+e) vk

_1 k
Ausxi = 3 ((1+e) Jk + ire) 7o) fog

Jk, @+e)’+1. _ Wk e,;):&(“ €

X = (e ) =@y 2(1+e)

¢ g

Somit gilt: €41 = und daher .1 < — .
ait: e+ 21+e) €+1 5

Das Heronverfahren zeigt somit quadratische Konvergenz.



Flulidiagramm zum Heronverfahren

Eingabe von
K,%,e

l

Setze X, = X
Berechne Setze X, = X1

1 k
==+ —
Xn+1 2(xn X )

[ Xe1 - Xa | < € Nen

‘Tippfolge’ zum Heronverfahren +/k mit Taschenrechner

Startwert X ;




Heronverfahren mit einem Tabellenkakulationsprogramm (Excel)

Heron-Verfahren: Wurzel aus 20

Schritt Naherungswert Partnerseite Fehler Quadrat
0 20
1 10,5 1,904761905| 8,595238095 110,25
2 6,202380952| 3,224568138| 2,977812814| 38,46952948
3 4713474545 4,243154346| 0,470320200| 22,21684229
4 4, 478314445 4,465965989| 0,012348457| 20,05530027
5 4 472140217, 4,472131693| 0,000008524| 20,00003812
6 4 472135955 4,472135955| 0,000000000 20

Wourzel aus 20 ist 4.472135955

A C D E

Heron-Verfahren: Wurzel aus 20

Schritt Naherungswert Partnerseite Fehler Quadrat

0 =D1

1 = 0,5 * (B6+ $D$1/B6) = $D$1/B7 =B7- C7 = B7 *B7

=A7 +1 =0,5* (B7+ $D$1/B7) = $D$1/B8 =B8- C8 = B8 *B8

=A8 +1 = 0,5 * (B8+ $D$1/B8) = $D$1/B9 =B9- C9 = B9 *B9

=A9 +1 = 0,5 * (B9+ $D$1/B9) = $D$1/B10 =B10- C10 = B10 *B10

=A10 +1 =0,5* (B10+ $D$1/B10) |= $D$1/B11 =B11- C11 = B11 *B11

=All +1 =05 * (B11+ $D$1/B11) |= $D$1/B12 =B12- C12 = B12 *B12

Wurzel aus = $D$1 ist =B12




Approximation von vk mit der Gleichung Z* = k N* +1 (Pelische Gleichung)

Fir grole Werte von Z und N liefert diese Gleichung:

zZ* Z ) )
—— =k, d.h. der Bruch N liefert einen Néherungswert fiir Jk

5 =

Hat man fir die Gleichung eine (nichttrivide) Losung gefunden, so kann mit den folgenden
Rekursgonsformeln eine grofiere Losung angegeben werden.
) Nna=2N, Z,

)  Zwi=2kN:+1 (=227 -1)

Begriindung:
Ersstzt maninZZ=k N>+1 Z durchZ=22%-1 undN durchN=2N Z

soerhdtman: (27%-1)?= k(2NZ)? +1

U 47% - 472 +1 = AN?Z% +1
U Z?2- 1=k N?
U Z2=kN?+1

Beispide fir Startwerte zu gegebenem k:

k 2 |3 |5 |6 |7 |8 10 |11 |12 |13 |14

Zo/No [3/2 [2/1 |94 |52 |8/3 |3/1 |19/6 |10/3 |7/2 |649/180 |15/4

Bagod:
Fir +/2 ergibt sich mit dem Startwert (3/2) die Folge:

(3/2):(17/12) ; (577 408) ; (665857 / 470832) ; ...

Der Bruch 202227 _ 1 4142136 dimmt mit /2 auf 7 Nachkommestellen tberein,
470832
Hinwes;
v Z Z 72 1
Wegen | VK - = £\/JE-—JF+— k-2 2L
e |NK- £ | £ Ik - SR+ = Ik Sl =

konvergiert die N&herungsfolge.




Beispid firr eine dternierende Folge die gegen /2 konvergiert

X, +2
X1 = ———; %>0
X +1

n

Aus A2 < x, folgt:
2<x? X2+2<2X2 X2 +4

n

Xo +4 <2 X2+ 4x, +2

(X0 + 2)? < 2%, +1)°

X, +2

+1)2<2,d.h.xn+l<2
Xn

(

Entsprechend folgt aus +/2 > X, dieUnglechung v2 < X1 .

Der Abstand der Folgeglieder zu N2 nimmtin jedem Schritt &b.

Begriindung:

+
1% - <2 >0 2. J2| ,dh. zB.
X, +1

+
%o N2 > 2 - %t2 0

X, +1

Die wahre Aussage

1>«/§-1> ﬁ_l furx >0
x,+1

N2-1
a1 | 2)

>0

U 1>

U x-42542- 232

o+
X +1

kann zu Xo- N2 > A2 - Xou aquivaent umgeformt werden.



