Mai /03

Von Rechteck zu Rechteck - die Folgen einer elementaren Dreiteilung
oder , Te-ologie des Rechtecks

Experimentieren - Entdecken - Begriinden - Vernetzen - Vertiefen

Im Unterricht der Mittelstufe wird i.a. das Thema ,, Quadratur eines Rechtecks* behandelt.

Dabei ist es zur Motivation und Veranschaulichung giinstig, wenn diese Verwandlung nicht nur
konstruiert, sondern auch durch eine einfache Zerlegung und Umlegung praktisch durchgeftihrt werden
kann.

Ausgehend von diesem Beispiel werden dann im Folgenden Fragestellungen aufgegriffen, die in
verschiedenen Klassenstufeneine gewinnbringende Verkniipfung von Themengebieten und Techniken
erlauben, wobel durch Experimente, geometrische Argumentationen und Berechnungen entdeckendes
Lernen moglich ist. Alle Fragestellungen sind so angelegt, dass sie in der Schule behandelt werden
konnen, aus Zeitgriinden zum Teil aber nur in Projekten bzw. Arbeitsgemeinschaften durchfihrbar sind.

Jedes Rechteck mit einem Seitenverhdtnisk :1, 1£k £ 2 kann durch folgende T- formige Aufteilung
zerlegt werden:

Essei ASB ein rechter Winkel, d.h. BE orthogonal zu AS und die Strecke AF solangwie AD.

Die beiden Dreiecke und das Viereck ASED kénnen zu einem Viereck mit Grundseite AS umgelegt
werden. Dass es sich dabei um ein Quadrat handelt, kann durch die Kongruenz der Dreiecke AFS und
BCE begriindet werden.

Mit Ahnlichkeit oder mit Kathetensatz |&sst sich begriinden, dass |AS| = BE | = JK LE gilt.

Zwischen dem Zerlegungswinkel a und dem Seitenverhdtnis k besteht der Zusammenhang cosa = 1
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Als Ergénzung kdnnen die Schiiler die folgende Situation untersuchen.

Sei |IBE|=k LE und AS orthogonal zu EB.
Werden nun die drei Teile in entsprechender Weise umgelegt, wie bel der Quadratur des
Rechtecks, so entsteht wieder das Ausgangsrechteck. ( Esgilt |AS|=|CB|)

Die beiden dargestellten Félle fihren in den folgenden Variationen der Dreiteilung von Rechteckenauf
weiterfuhrende Fragestellungen.



Zerlegungen mit dem ,Diagonalen-T’

Fur die folgenden Fragestellungen wird nun die Strecke ASals Teilstrecke der Diagonal en betrachtet.
Jedes Rechteck mit einem Seitenverhdltnisk :1, k 3 1 kann durch nebenstehende Aufteilung zerlegt

werden. Dabei sei AC die Diagonale und BE orthogonal zu AC.

Die Aufteilung des Rechtecks kann daher als 'Diagonalen-T' bezeichnet werden.
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Bei der Aufteilung entstehen zwei rechtwinklige Dreiecke sowie ein Sehnenviereck mit rechten Winkeln

bei D und S.
Diedrei Telle kdnnen z.B. zu einem Parallelogamm, zu 2wel i.a. verschiedenen Trapezen oder zu einem
weiteren 'Zielrechteck' umgelegt werden.

Erfolgt die T-Zerlegung auf der Diagonalen, dann ist das Seitenverhéltnis k' des Zielrechtecks nur vom
Seitenverhaltnis k des Ausgangsrechtecks abhéngig.

Beim entstehenden Zielrechteck sind zwei Félle besonders interessant:

» Das Zielrechteck entspricht dem Ausgangsrechteck, d.h. es hat das gleiche
Seitenverhdtnisk = k' = p. Wie kann p bestimmt werden?

» Das Zidrechteck ist ein Quadrat mit k = 1; das Ausgangsrechteck oder
,Préguadrat’ hat das Verhdltnis k = g. Wie kann g bestimmt werden?



Das Phonix-Rechteck

Das Phonix-Rechteck habe das Seitenverhdltnis p: 1.

Das neue Rechteck mit dem identischen Seitenverhdltnis hat die Seitenléngen |AS| und |BEJ.
Da das Format des Rechtecks unveréndert ist, muss gelten |AS| = 1LE.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ABC und ASB folgt dann |AB|: |AS|= |AC|: |AB|, dso

AV P”+1
p

glt p= ,d.h. p*=p®+ 1. Mit der Substitution x = p? folgt dann ¥ =x +1;

Esergibt sich aso fir x die Zahl | desgoldenen Schnittes und somit das Ergebnis

p=\/j7 - 1+2‘/§ , oder p =./2c0s36° » 1.2720.

Die Diagonal e dieses 'Phonix- Rechtecks hat dann gerade die Lange| , d.h. das Phonix- Rechteck stimmt
mit einem regelmalkigen Fuiinfeck gleicher Grundseite in der Diagonale Uberein.
Das Rechteck ist in zwei kongruente Dreiecke mit den Kathetenléangen 1 und Jj - 1, sowie einen Drachen mit den

Seitenlangen1und fj - Af -1 () ° » 049) zerlegt.

Das Phonix-Rechteck erlaubt eine besonders symmetrische Anordnung zweier Rechtecke (siehe Skizze).
Die Verlangerungen der jeweiligen Rechteckseiten verlaufen durch die Eckpunkte des zweiten
Rechtecks.

Ein moglichst grofies Rechteck mit dem gewiinschten Seitenverhaltnis l&asst sich aus einem Rechteck im DIN-A4-Format mit

25
der kurzen Seite @ = — cm » 21.02 cmistund der langen Seite b = 2542 \/c0s36° cm » 26.74cm herstellen.
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Quadratur eines Rechtecks - und 'seine Folgen'

Bestimme das Seitenverhdtnis q: 1 degenigen Rechtecks, das bei nebenstehender Aufteilung durch das
,DiagonalenT’ in ein Quadrat umgelegt werden kann. Sei IBC|=1LEund |AB|=qLE undg>1.
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Préaquadrat mit Zerlegung
durch Diagonalen-T

Die Diagonale AC und die Strecke BE stehen senkrecht aufeinander.

Der Schnittpunkt dieser beiden Strecken AC und BE ist S. Um ein Quadrat aus den drei Teilstiicken
legen zu kénnen, muss gelten |AS| = |BE|

Da das Rechteck den Flacheninhalt q FE hat, gilt | AS| = ./q LE.
In den ahnlichen Dreieck ABC, BEC gilt

[ ’ 2+1
|AS|:|BE|11: q2+12q,also |AS|: q

q

q° +1
q

Aus = \/a folgt fiir das Verhatnis die Bestimmungsgleichung q3 = q2 +1

Diese Gleichung hat sicher keine ganzzahligen L ésungen.
Die reellen (irrationalen) Losungen der Gleichung X% - X* -1 =0 kénnen mit dem Newtonverfahren
ndherungswei se bestimmt werden:

X - -1

Die Iterationsformel Xj;.1 = X -
" 3% - 2%

liefert mit xg = 1.5 den Wert

q » 1.4655712318 ...

Ein moglichst grofRes Rechteck mit dem gewlinschten Seitenverhdltnis |ésst sich aus einem Rechteck im
DIN-A4-Format mit der langen Seite a=| AB |= 2542 cm »29.73 cm und der kurzen Seite mit

4

b=25— cm » 20.29 cm herstellen.
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Allgemeiner Zusammenhang zwischen den Seitenverhaltnissen von Ausgangs- und Zielrechteck

Ist k' das Seitenverhaltnis des neu entstandenen Rechtecks, so ergeben sich aus den
Ahnlichkeitsbeziehungen die Gleichungen
_lAs|_ K

IAST__K undlBEl:lAClundk'— =
k |AC| 1 K |IBE| k2 +1

3

und damit allgemein die Beziehung kl = k2 1 furk 3 g undsomit k'3 1;
+

. kPl
firk<qgilt: k = %
Fir das entstehende Quadrat mit k' = 1 folgt die Gleichung k® = k? + 1 mit der Lésung q wie

oben.

Fir k = g entsteht der Zerlegungswinkel @ mit cosa :ﬂ ,adso a »34.306°
q

: : , [ 1 :
Diealgemeinen Iterationsverfahren Xj+q = S xi2 +1 und Xj41 = —2+1 konvergieren
X

ebenfals fir beliebiges % gegen . (Begriindung s. Konvergenzbereiche zu Iterationsvor schriften)

In den ersten Iterationsschritten ergeben sich folgende Werte

X+l = % Xi3 - Xi2 -1115 | 1.46666 1.4655712 | 1.4655712 | 1.4655712
1+l = N T T
3xi2 - 2X;
X4 = 3 xi2+1 15 | 1481248 | 14727057 | 1.4688173 | 1.4670479
1
Xi+1:?+1 15 | 1444444 | 1.4792899 | 1.456976 | 1.4710805
i

Das Newtonverfahren konvergiert sehr schnell.
Anschauliche Begriindung: Die Iterationskurve
schneidet die Winkelhalbierende sehr flach, da

die newtonsche Iterationsfunktion j (x) zu
f(x) =X =x% - 1 an der Nullstelle xy von f

e ne Extremstelle hat.
AUSj (X) =X- M fOlg't J '(XN) = 0 wegen

7
/ J I(X) — f(X)f (X) Undj "(XN) - f I(XN)
£ (XN

. F109°
)
/ fir f'(xpy 2 0 und f"(xy) 0




Alternativer Losungsweg zur Gleichung x> = X+ 1

Bildet man aus der Gleichung x¢ = ¢ + 1 durch Multiplikation mit x und anschlieRender Substitution mit
den jeweils vorangehenden Gleichungen eine weitere Gleichung, so entsteht eine Folge von
Gleichungen mit wachsenden K oeffizienten.
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13x° + 6x+ 9
19x% + 9x + 13
28x° + 13x + 19
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Vermutung:  Fiir die Koeffizienten gilt X" = 11 X + 81X + 8 Mit Anep = Aps1 + ng

(Hinweis: Die Rekursion a.; = a., + & hat die charakteristische Gleichung X’ = X+ 1)

Startet man mit den Wertenay =0, =1undaz =1,
so erhalt mandurch die Rekursionsgleichung die , Quadraturfolge’

0,1,1,1,23,4,6,9, 13, 19, 28, 41, 60, 88, 129, 189, 277, 406, 595, 872, 1278, 1873,
2745, 4023, 5896, 8641, 12664, 18560, 27201, 39865, 58425, 85626, 125491, 183916
269542, 395033, 578949, 848491, 1243524, 1822473, 2670964, 3914488, 5736961,...

n:=Ifn=1
Fur den Quotienten aufeinanderfolgender Folgeglieder gilt _ ) 0
Derive-Befehl zur fn=2
+ Definition der Folge 1
+2 _ n-1%%+1 _Gn-1 9 - -1, 4 fn=3
1
an+1 An+1 an+1 an  Gn+1 an-1)+an- 3

Wenn der Quotient aufeinanderfolgender Folgeglieder einem Grenzwert g zustrebt,

dann gilt q:iz+1,ajsoq3:q2+1.
q

Beispiele:
Der Quotient 1873 liefert g = 1.4655712...
1278

Aus der Quadraturfolge kdnnen die optimalen Seitenlangen fir das Praquadrat
entnommen werden. So ergibt das Rechteck mit den Seitenlangen 18.9 und 27.7 nach
Umlegung ein Fastquadrat mit dem Seitenverhdltnis k’ = 1.000042.



Legt man die Gleichung x® = »* +1 zugrunde, so sind durch fortgesetzte Substitution in der Gleichung
X" =g, X +b,x +c, dieKoeffizientena , b;, ¢ festgelegt.

Behauptung: @n+2 = 8n41 + 81 Mita=0;a&=1, ag=1

Zum Beweis werden fur die Folgen (a,), (bn ), (¢,) die folgenden Rekursionsgleichungen bewiesen
a1 =a,+b,; b1=C,; Ch1= @, ,firdlensi
Nach Definition der Koeffizientena by, ¢ gilt X™™ = @y X + DpegX +Creg (%)

Andererseits kann die Gleichung X' = &, x> + b,x +C, durch beidseitige Multiplikation mit
dem Faktor x in die Form X*! = a3 + b, x* + cx gebracht werden

Ersetzt man ¢ durch den Term »® +1 und sortiert nach Potenzen von x, so erhdlt man die
Gleichung X™* = (@,+bn) ¥ +Cx + &,.
Ein Koeffizientenvergleich mit (*) liefert die gewtinschten Rekursionsgleichungen.

Die Rekursionsgleichungen an+1 =an +bn ; b =Cn ; Cwa = &y kOnnen fir die Folge &
zusammengefasst werden.

Esgilt apvp =an+bn= an+ Gha= @+ a2 A0 8pep = Bye1 + Apg

Entsprechend gilt bp+o = bper + bra UND Chsz = Gier + Gra

Mit den Anfangswerten a =0;bp=1;=0fogt & =1, bp=0; =0
und weliter a=1;b3=0;c=1.

Wegen X = %% +1 = agx® + bz X + ¢z ergeben sich fur n = 3 die obigen Werte.
Damit sind die Anfangswerte &g= 0, & = 1 und ag= 1 fur die Folge (g) korrekt.

Bemerkungen

Esgilt dlgemein:
Wird die Potenz k" einer Lsung k der Gleichung x¢ = p1x® + pox+ ps
durch k" = a, k*+ bnk + ¢, dargestellt, dann gilt fir &, , b, und ¢, jeweils die
entsprechende ReKursion an+3 = p1aw2 + P2amwit Pzdh.
Formale Lésung der Gleichung 3. Grades 3= x% +1
Die Gleichung »® - X* - 1 = 0 kann durch die Substitution x =t - 1/3 in die Gleichung

- t/3 - 29/27 = O und mit x = (z+1)/3 weiter zu Z - 3z- 29 =0 transformiert werden

Mit der Losungsformel von Cardano folgt z = %”/14.5 +1.5./93 + %/14.5- 1.5\93 .

Dieredle Losung lautet x = %/Q +@+ %/Q @ +E , d.h.x » 1.46557123
54 18 54 18 3

Dielterationsformel z = Y3z+ 29 liefert eberso Naherungswerte firr alle Startwerte z.



Eigenschaften der , Quadraturfolge’ (a,)

mt a+3 = @+2 + 8 und a=0,a=1unda=1

Die ‘Quadraturfolge’ kann in Analogie zur Fibonaccifolge auf ihre Eigenschaften untersucht werden.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Die Differenzenfolge von (a,) ist wieder (a,) - ,,um zwel Plétze verschoben®,
dagilt & = .3~ &>

a1'+1+ai + a1'-1:ai+3 , da Q1T = Qo

n
Esgilt a8 =apn+3 - 1
=1

Beweis mit , ReiRverschlussverfahren’ - = q
& - =
% - &X= &
& - = A
& -FH= &
a1+2 - T S
Gz - G2 = &
2 _
a = 8., tag 3 daaf =53 = a(3.1+5.3)
2 _
"= 3. - A9, daaf =8 & =a(a:- &.2)

ai2 = ai2—1 + 23 3.3 + ai2—3 da a? = (a1 +g.3)°

ai2+2 + ai2 - ai2_ 1 = @2i+1 (seheinduktionshewels!)

Ausb5) folgt: a,-2+2 + aiz - ai2_1 = ayj41 und

5 2 2 _
Qg T - @ = Ay

Die Summe fuhrt auf die zu 5) gleichwertige Aussage
2 2 2 2 _
Qi T T @ - o= Ay

Ay tag tag +t a1 + a4 + ...+ Az 1 = Az



Induktionsbeweis zu al, ta’ - a’; = a4y
Induktionsanfang Die Gleichung ist korrekt fur z.B. fur alle i < 10
2 2 2 _ e
Annahme Afso t AL - Ac.q = Ay istrichtigfir ein festes K
o , 2 2 2 _ .
Schluss: Zeige Danngiltauch ay 43 + a4 - A = A3 )

Der Induktionsannahme entsprechen nach 6) auch die Gleichungen

2 2 2 2 _
A+ T T G - A p = Ay4p und

2 2. .2 2 _
A T+ Qg - Qo3 = ax

Die Summe fiihrt zur neu formulierten |nduktionsannahme

2 2 2 2 2 2 _
Qs T2 T 28 T L1 Ao~ A 3T By

Wenn gezeigt werden kann, dass die linke Seite von *) gleich der linken Seite der obigen Gleichung ist,
dann ist der Induktionsschluss erfillt.
Esist durch &quivalente Umformungen nach 4) nachzuwei sendass gilt

2 2 2 2 2 2 _ 2 2 2
Qs T2q41 T 28 T A1 - A 3T Az T A - &

2 2 2 2 2 2 _ 2
Qs T T3 T 1- Ao - 3T g

2 2 2 2 2 2 _ 2 2
Qs T A1 T3 T A1 o - H3T Aot 208y + A
2 2 2 2 2 2 _
e + oy ot ag + -1 - Q-2 - A3 T 28498
A
Yl N \

8% +2a8y o % o + AL+ A1 28 B3+ a3 + a1~ B2- B3 2a .08
2af; +2aay. p+28F 1 +28y 183 = 2898
A1 A2 T A2 T B8 - 183 T 818 3 T B8
QBe+1 T G- 18k = A28

dh. &y (B + 8 1) = 08



Konvergenzbereich zur Iterationsvorschrift x,, = 3/x°+1, x>0

Die Gleichung X3 = X2+l ,X>0 fuhrtauf x = Ix2+1 , X > 0 und somit zur Iterationsfunktion

tx) = V3x2+1 ,X>0 mit t'(x) = % ,X>0
3(x2+1)%

Das Iterationsverfahren X, =t(X;) konvergiert fir jeden Startwert x mit x >0,
wenn gilt [t'(X)|E s<1 furale x>0
2X

- < —
3x2+1%3 3
erfullt. Diese Ungleichung kann durch &guivalente Umformungen bewiesen werden

Die notwendige Bedingung [t'(X) |E S<1 st mit der Ungleichung sicher

2X 2

213
2—2/3<§
3(x*+]

e x<(x2+1) o x3<(x2+1)2.

Aquivdlent dazuigt x° < x*+2x% +1

Diese Ungleichung ist erflllt fur dlex > 0.

(Ausi<xfolgtx® < x* <x' +2¢ +1; fir 0<x<1 folgt 0<x’ <1 und somitauchx <1+x' +2¢°)

Das Iterationsverfahren X, = t(X;) konvergiert somit fir alle Startwerte x > 0.

2.5

1.5

8.5

-8.5 8.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Schaubild der Iterationsfunktion, ihrer Ableitung und der Winkel hal bierenden.
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1
Konvergenzbereich zur Iterationsvorschrift X,; = —+1,x>0

DieGleichung X° = X*+1 x>0 fihrt af xziz+1,x>o

X
: : : _1 : : -2
und somit zur Iterationsfunktion t(X) = —+1,x>0mit der Ableitung t'(x) = —
X X
Das Iterationsverfahren X;,; = t(X) konvergiertim Intervall [a@,b] wenn gilt
mit x; T [ab] fogt Xj+11 [ab] und
[t'(x)|E£s<1 giltfiralle xT [a,b]
Die Bedingung }-—5{£5<1 ist fur %2 <1.26 £ x erflllt.
X
Fir a=1.26 und b=1.63> i2+1 gilt die Behauptung:
a
Mit x 1 [a,b] istauch x41 [a&,b]
Begriindung:
Aus a £ x folgt a’ £ xi2, somit Xj41 = i+1£ i+1 <b ,
2
dh. X4 ED
o 5 1 1
Aus X £bfolgt x° £ b“ und weiter —H1E —+1 = X4
b X
zusammen mit a<i2 +1 ergibtsich a < Xj41
b

Die Konvergenzbedingungen des Iterationsverfahrens sind fiir alle x; T [a,b] erfiillt. Somit konvergiert
das Verfahren x.+1 = t(x ) fur alle Startwerte aus dem Intervall [a,b]. Es konvergiert gegen die L ésung

der Gleichung x = iz +1,x >0, dadiese ebenfalsim Intervall [ab] liegt.
X

11



Fur alle anderen Startwerte x > 0 kann Gberprift werden, dass sie nach héchstens 5 Iterationsschritten in
das Interval [a,b] fUhren.

Aus x; £1folgt Xj4q >1; aus x;>2 folgt 1<Xj4q < 2
Aus 1<Xj41 <2 folgt 1.25<Xj4p < 2 ;
aus  125<Xj4p < 2 folgt 125<Xj4+3 <164 ;
aus 125<Xx;4,3<164 folgt 137<X;4+4<164 ;

aus  137<Xj44 <164 folgt a <1.37<X4+5<153<0D.

1
Das Iterationsverfahren X, = — + 1 konvergiert daher fir ale Startwerte % mit % > 0.

Schaubild der Iterationsfunktion t(X) = iz+l , ihrer Ableitungsfunktion t'(x) = —32 und der
X X

Winkelhabierenden mit y = x.
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V organger- Rechtecke und zugehorige Teilverhaltnisse
bei Zerlegung mit dem Diagonalen-T

Aus jedem Rechteck mit k >1 entsteht durch die Zerlegung mit dem ' Diagonalen-T ' genau ein

Zielrechteck.
Jedes Zielrechteck mit 1 <k £ 2 kann aus zwei Ausgangsrechtecken gebildet werden.
( siehe auch: , Berechnung und Existenz des alternativen Vorgangerverhaltnisses' )

Die Zerlegung durch das 'DiagonalenT' fuhrt nur zu einem neuen Rechteck, wenn k > 1 ist.

Wird die angegebene Zerlegung auf das jewells entstandene Rechteck erneut angewendet, d.h.

3 3
iteriert, wobeai flr
k?+1 k?+1
k% +1
3

dieBeziehung k' = < 1 jeweils mit dem Kehrwert

weitergerechnet wird (d.h. k' = ) , SO entsteht eine Folge von Rechtecken.

Mit dem Startwert k = 1 ergibt sich die Folge mit den Seitenverhaltnissen

1, 2, 16, 1150, 1.525, 1.067, 1.759, 1.330, 1.176, 1.463, 1.0021 (), 1.9913, 1.5903, ...

(Beim 11. Folgeglied ist also ein 'Fastquadrat' entstanden)

Seé'tgnver haltnis

o L] i /

D AN [\ ]
| AN AN

) A,
94/ ERVAVEAVAVERVAVAV.VAVAY. V/

1 (o)

—

0,8 T T T T T
1 6 11 16 21 26

Iterationsschritt

Aufeinanderfolgende Seitenverhéltnisse bel Iteration der Zerlegung durch
das Diagonalen-T
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X . X
5 ,  fir — 3 1,dhx3qg
x“+1 X +1
Die Nachfolgerfunktion lautet: f(x) =<
x¥+1 X
3~ . fur — <1, dh1£x<q
- X X“+1
k1

-1 -a 8.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

k
figt fir 1 <x <qg monoton fallend und fir x 3 g monoton wachsend, da
a 2
(X *3 <0 fur 1 £x<q
w4
f= <
2,2
% 3 Oftr x>q
(X +1)
2
f hat eine Wendestelleinx = +/3 (f'x) = % ) mit der max. Steigung 9/8 .
+
%3
Daf monoton wachsend ist fir x > q, hat die Gleichung k' = 5 genau einereelle Losung k
X~ +1
K3
d.h. es existiert zu jedem Verhdtnis k' genau ein Vorgangerverhdtnis k mit k' = 5
k= +1

Der Vorganger k zu gegebenem k' kann daher aus der Gleichung k3 - K'k? - K' =0 bestimmt
werden. Entsprechend gilt fiir x < q die Gleichung  K' k3- k%-1=0.

14



Berechnung und Existenz des , aternativen Vorgangerverhdltnisses

%3

Wenn es zur Gleichung — = >
K" xc+1
ist auch j ein Vorganger zum Verhdtnisk'.

(K" > 1) ebenfdlseineLosungj mitj 3 1 gibt,

k3 j3

Zwischen j und k besteht dann die Beziehung 5 % 5 = 1 und somit kann das aternative
kZ+1 j%+1

Vorgangerverhdltnisj aus der Gleichung k3j3 - (k2 +1)j 2. (k2 +1) =0 bestimmt werden.

3
Die Gleichung 1 = (k' >1)hatnurfir 1<k’ £ 2eineL6sungj >1.
K' x?+1
Begrindung: s.a. Schaubild
3 1 3
Sa g(x) = x>0 . Wennk’ > 2 ist, danngilt: — = < 05.
X< +1 kK x2+1

Aus g(1) = 0.5 und der Monotonie von g folgt , dass g(x) < 0.5 nur moéglich ist fir x < 1.
Danur Losungen x > 1 zugelassen sind, bedeutet dies, dass Verhdtnisse k’ > 2 kein aternatives
zul&ssiges Vorgangerverhdtnis haben.

Beispiele:  Zuk’ = 2 gehort mit 2k® —k? —1 = 0 der Vorgéanger k = 1 und aus j — 2j* - 2=0die
aternative Losung j = 2.3593

Zu k' = 2.7 gibt es nur den Vorganger 3.
.3
Die Gleichung —— = % fuhrt auf 271 — 10j - 10 = 0 und liefert mit j = 0.8651 < 1
o+l <
nur eine nicht zuléassige L 6sung.

Beispiel fur eine Sequenz aufeinanderfolgender Rechtecksverhédtnisse bei Zerlegung
mit dem ,DiagonalenT’

1.0316 1.1758 2.3593 1.1217 13477

18802 - 14656 > 1> 2 = 16 - 11506 -

15



Sind k und k’ aufeinanderfolgende Rechtecksverhdltnisse bel Zerlegung mit dem

,D@pﬂmiﬁmhwmwM&VMﬂWsE:rbwmmm

Der , Formveranderungskoeffizient'’ I' gibt an, wie sich die Form des Rechtecks bei der Zerlegung

andert.

Zu jedem vorgegebenen r mit 1 < r < 1(q=1.46557) findet man zwel Werte fir k.
q

Begrindung:

1) k'

und somit r =

2

k2 +1

oder k4 1T

Ausk 2 q folgt L £ r. Insgesamt gilt 1 £r <1
q q

2) kK=rk=

k?+1
k3

und somit r=

k2+1
2

oder K.,

Ausl ¢ k £ q folgt insgesamt 1<r £2
q

1+~/1+4r
2r

Beispiele
r=0.75 ki =+/3»1.732 | k; =0.754/3 »1.299 | ko =2 »1.414 Ky =0.751/2 » 1.061
DIN-A-Format
r=08 kp =2 ki =16 ko »1.3805 ky »1.1044
r=1 k=] »1272 |K = .j »1272
Phonix-Rechteck Phoni x-Rechteck
_ _ |17 .
r=15 K=—3— »11023 | ' ;1654
k=1 k=2
Quadrat
1 k=q»1466 |K =
= a » 0.682 Praguadrat Quadrat
r=0.847 ki = 2.36; ki =2 ko = 1.351 ko' = 1.145
rP+4r=4 r=2/k
ki3 = 2(ki® +1)
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Fur r = 1 ergibt sich also nur eine L6sung, ndmlich das Phonix- Rechteck.

k? _ k2 +1
kKZ2+1 K4
Ldsung g. Diesist das schon bekannte Seitenverhaltnis aus der 'Quadratur des Rechtecks.
Daalso rx = 1gilt erfillt r die Gleichung r*+ r =1 mit der Lésung r = 1/q.

Der Fall ky =k, fihrt auf die Gleichung und damit wieder auf k®=k? + 1 mit der

Kurvenverlauf zum Formveranderungskoeffizient r bei Zerlegung eines Rechtecks durch das
Diagonalen-T in Abhangigkeit von k

Esist E =r und = 146557 (ausq’ = of +1)

/kz

fur k 3 q
k?+1

) = <
k2+1
k4

fur 1€ k<q

~

]

2.5

Quadrat

1.5

Phonixrechteck

%/

a.5

Fur die Fragestellung ist von der ,Hyperbel’ also nur der Bereich 1 £ k < g und von der zweiten
Kurve der Bereich k 3 g sinnvoll.

Aus beiden Kurven ergibt sich fur r der maximale Wertebereich l£ r £2

17



Zerlegungswinkel bel gegebenem Ausgangs- und Zielrechteck

Kann man den Ubergang von einem Ausgangsrechteck zu einem Zielrechteck durch verschiedene
T-Zerlegungen erreichen?

Verzichtet man auf die Bedingung fur das, DiagonaenT’ , d.h. AS liegt nicht notwendig auf der
Diagonalen AC und gibt statt dessen jewells ein Ausgangsverhédtnis k und ein Zielverhadtnisk’ vor, so
kann man den Zerlegungswinkel a in Abhangigkeit von k und k' bestimmen.

Die Verwandlung ist fir gewisse Werte von k und k' durch zwel verschiedene Zerlegungswinkel zu
erreichen, je nachdem ob AS als léangere oder kiirzere Seite des neuen Rechtecks auftritt.

X Die Zerlegung ist nicht fir beliebige Werte
1 von kund K durchfihrbar.
a Bei geeignetem k' existieren zwei Lésungen
K’ x C fUr die Zerlegung.
A a S
1
k
B
)] Aus cosa = % und cosa = 1 folgt cos?a :E und somit cosa =\/%
X
) Auscosa =2 und cosa = i folgt cos’a -1 und somit cosa = Ji
k k x k:k' k >k

Die beiden Fale liegen ,symmetrisch’ zum Quadratur-Fall k = 1 mit cosa = \/%

Die neue Rechteckseite kann nicht grof3er a's die durchlaufende Diagonale des alten Rechtecks sein. In
diesem Fall ergibt sich das Verhdtnis k' =k + % dafir die Mal3zahlen der Seiten sund s’ des neuen
k

k2 +1

Rechtecks gilt s= k?+1 und s =

Es gelten folgende Ungleichungen:

KE£2 k>2
Eine Lésung [.2
k£k'£k+1mitcosa:1/ L I(“k'4<k£k'£k+1mitcosa: L
k kX' 2 k k'
fUr den Zerlegungswinkel fr den Zerlegungswinkel:
Zwei 1< k' < k [\ 2
Losungen | Zwei Zerlegungswinkel mit lHZ# <K <K (Begrind. siehe unten)
_ |1
0% = (P Zwei Zerlegungswinkel mit cosa = &
kl
d =.— (Typl '
Hna cosa k S und cosa = \/%

18



Uberlegungen zur Ungleichung k <k <k

+k2- 4
2
3
k2 +1

Diesisti.a nicht dasminimalek’ , d.h. das Rechteck hat damit nicht die bestmégliche Anndherung an
das Quadrat. Nur fur k £ 2 ist eine Quadratur immer mdglich.

Fir k > 2 ist das neue Verhdltnis k' minimal, wenn S auf dem Umfang des Rechtecks liegt und die
Aufteilung aus 3 hnlichen Dreiecken besteht.

Beim DiagonalenT entsteht fir k > 2 das Rechteck mit k =

D S C
: \ |,

p :
A k F B

k++/k%- 4

Mit dem Hohensatz gilt: pg =1 und p+q=k ; somit p°= kp-1 und p= >

k+1/ K’- 4
2
Erganzung:

Allgemein gilt fur die Mal3zahl von p, wenn p unter der gréf3eren Seite s des neuen Rechtecks mit den
Seitensund s’ liegt:

Das minimale k’ wird also fur k' = erreicht

s2

s:¢=k und k'=> und somit K'=2- . Mit dem Kathetensatz 2=pk fogt K'=p
<

Das gestrichelt markierte Rechteck ist ahnlich
zum Zierechteck, welches durch Umlegung aus

dem urspriinglichen Rechteck entsteht.

K=p

k

VKk?- 4

Die Ungleichung K+ 5

Jk2-4
2

<kis erfillt, da g "

Im zur obigen Figur ,symmetrischen Fall’ fur k > 2 durchléuft k’ die Werte von

' 2_ !
ktvk®-4 Uberkbisk+1.EsgiItnun se=k und k'=> und somit k' -k
2 k S 52
Mit dem Kathetensatz 2 = px folgt k' ==
p
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Beispiele zum Zerlegungswinkel a bei gegebenem Ausgangs- und Zielrechteck

Zerlegung mit DiagonalenT gemal Typ Il

k=1  — - - o
1)) Quadrat k=2 cosa = /0.5 ,a = 45
iy | k= i k=i cosa = \/I bzw. sin @ = 1 a =38.17°
Phonixrechteck J J
) Kk = 1
=q o _ |t _ o
lold)er Préaquadrat k =1 cosa = \/; ,a =34.31
n k=42 |k=07542»1061 = | = |2 a=3526
) DINA.Format | see unin cosa E 32 35.26
— .o _ 1.6
) k=2 k' =1.6 seneunten cosa = - a = 26.56°

3

Das DiagonalenT fuhrt nur auf Typl), wenn gilt 1 £ % ,dh.fur k3 q
+

Zerlegung mit beliebigem Winkel a gemal Typ | ) bzw Typ I1)

0.75v2 3
) k=2 |K = 0752 sieheoben | COSA = 2 A3 . a »30°
J2 2
1 J2
i) k = /2 k = /2 cosa = =— , a»45°
V2 V2 J2xf2 2
kK =2 dhr=42
) |k =42 cosa = |—— =145 a»s35°
Konstruktion |AF|=0.5 2\/5 2
k' =k , 1 1
1) K algemein | phanix-Rechteck cosa = — =
ohne Diagonale k K
1)) k=2 K" =1.6 seheoben cosa = é . a »b56.0°
k=2 Kk =9/8 9 o
) Seiten2; 1 | Seiten: 3/2; 4/3 cosa = .=, a»4la 1 Zwei Schritte
k=98 beim
- k' = 289/288 = 1.0034 2312 Heronverfahren
) Seiten: T cosa = .|—=, a »19.2° J
32413 Seiten: 17/12 u. 24/17 o500 > |
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Veranschaulichung des Heronverfahrens zur Berechnung von +/2
durch dreiteilige Rechteckzerlegungen

Beginnt man mit dem Startwert x; = 1 so gilt:

2 1 1 2 3

yi=—=2 und x; =0+ y) ==(x + =) ==

Xl 2 2 Xl 2
2 4 1 1 2 17
=— =— und Xa = —(Xo + = (Xo+ —)=_"_
Y2 3 3 2( 2+ Y2) 2( > X2) e
2 24 1 577
=—=— und ==(xg+ ==(Xg+—)=—
y3 17 X4 2( 3+ Y3)= (3 x3) 2108

Das Naherungsverfahren kann durch aufeinanderfolgende Rechtecke veranschaulicht werden, die sichin
jedem Schritt der Quadratform weiter annéhern.

Fur die Seitenverhdtnisse der aufeinanderfolgenden Rechtecke gilt:

xg _17 17 _ 289

=X - L kg= 8 ==Lt »1.003

X1 Y2

)
I

|

N
“7\_
N
N w
IR
I
0| ©

Im 3.Schritt ist aso schon eine gute Annéherung an die Quadratform erreicht.

Zur Berechnung eines geeigneten Zerlegungswinkels verwenden die Formel cosa = E

Erster Zerlegungswinkel cosa = 1/8% _3

2 und aq»41.41°

Zweliter Zerlegungswinkel  cosa =

289 ><§ = \/2312 und a,»19.19°

2889 ~ \ 2592

Mit der alternativen Formel cosa =, /% ergeben sich als zugehorige Zerlegungswinkel
aq »48.19und a, » 19.75°.
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Bel nebenstehender V erschiebungszerlegung fir ein Phonixrechteck gilt

IDT| = |AD| = |VB| = 1LE. D - T C
1
W
A L85 Av 1 5
k

Untersucht man die Zerlegung fiir den Fall, dass k = «/E Ist, so zeigt sich, dass die T-Zerlegung und
die Verschiebungszerlegung fir ein Phonixrechteck sich hier ergadnzen zu einer 4-Teilung des
Rechtecks.

D

Esqilt

S IAY = 1

1 Die Dreiecke ABSund ATD sind kongruent
mit der Hypotenusenlange «/E .

Das Dreieck EST stimmt mit dem Dreieck AVW
aus obiger Zerlegung Uberein.

45° 45°

N

Die besondere Situation bei dieser Zerlegung eines Rechtecks im DIN-A-Format ermdglicht es, aus den
4 Teilen ein einfaches aber relativ ergiebiges Legespiel zu gestalten.

DN
<>

T
L
<
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Flacheninhaltsfunktionen zu einer elementaren Vierteilung des Rechtecks

Teilt man das Rechteck mit dem Seitenverhéltnisk, 1£ k £ 2durch zwei Uberkreuzende 45°-Linien wie
in nebenstehender Skizze, so entstehen 4 Tellflachen. Die Grofie dieser Teilflachen kannin
Abhangigkeit vom Seitenverhéltnis k des Rechtecks angegeben und mit einfachen quadratischen
Funktionen veranschaulicht werden.

T

D C
S
1
0
A 45 45° B
k
Berechnung der Teilfl&chen fir die Seitenldngen 1LE und k LE des Rechtecks
Rechtecksflache k FE Dreieck ATD % FE; Dreieck ATB g FE
2 2
,GrofRes Dreieck’ ASB 1 khzk—,alsok— FE;
2 2 4
2 2
Sehnenviereck k- L. k—,also k-l-k—FE
2 4 2 4
2 2 2
Kleines Dreieck 1-(k-1-k—): k- 2) ,d L k+1 FE
2 2 4 4

. I T K 1
Die Kurven zu y—T 'y = k- > 7 und zu y = T k +1 haben den Punkt P(1/Z)
gemeinsam fur k =1, d.h. beim Quadrat.

1,

05 -

—_

x
9.3 /ﬁ.ﬁ a.9 1.2 1.5 1.8 2.1 2.4 2.7 k
1 2

0.25

Entsprechendes gilt fur die Kurven zu den Flachenanteilen mity =k/4;y =1 -05k —k/4undy =k/4 — 1+ 1k
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Ergebnisse zu weiteren Fragestellungen

Aus den 3 Tellen der Diagonal en T-Zerlegung kénnen auch nicht konvexe Figuren, wie die
nebenstehende Figurl und Figur2 gelegt werden. Die Gestalt ist vom Seitenverhaltnis des
Ausgangsrechts k, k > 1 abhangig.

Figurl Figur2

Fragestellungen:
a) Bestimme die Hohe der beiden Figuren.
b) Fir welche Werte von k sind beide Figuren gleich hoch?
C) Fur welche k haben Figurl bzw. Figur2 eine, Zehe’ ?

Die Langen der Schnittlinien konnen in Abhangikeit vonk und d ( mitd = 1/k2 +1 ) angeben werden.
(bei einer Seitenlange 1LE)

1- 1k Uk
V(dk
(dk) Td
dk
! K2/d q 1
k/d
a
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Bestimme die Gesamthohe H der beiden Figuren
mit Rickenlange R und Fulllange F

Fur die,Ruckenhohe' h gilt:
h= R:cos(90°- 2a)= R:dn2a = R:2d9na cosa

Wegen dna :% und cosa :% folgth = 2R><L

k2 +1

Gesamthohe: H= F+h

k3
(k2 +1k2 +1

Figurl) FuRlange k-1/k ; Riickenlange k? /d und somit Hy = k - 1 +2

K2 K2-1
+2
JkZ41 K2+l

Figur?) FuRlange k?/d ; Riickenlange k-1/k und somit H, =

Fur welchesk gilt H,=H, ?

K3 _ KL K-t
K2+DVk2+1  Lfk2+1 kP41

k-L+2

Mit k = x fuhrt dies auf die Gleichung —xC + 4x” - 7x%+ 8x° — 6x* + 5x% - 4x + 1 =0

Nach Polynomdivision durch die 4-fache Nullstelle 1 ergibt sich die Gleichung X'=x*+1=0
mit den Losungen X = *./j - 1 . Somit gibt eskein k > 1 mit gleicher Gesamthéhe beider Figuren und
Figur2 ist fur k> 1 immer grofer als Figurl.

Auch ohne CAS System kann die Ausgangsgleichung fur k > 1 wie folgt vereinfacht werden:

(K- DR +Dk* +1 +2k* _ KPP +D+2(*- 1) AAlk2 +1

fuhrt auf
k(k2 + /K2 +1 k(k2 +1)VKk2 +1

(k2 - DVk2 +1xk2 +1- 2k) = k3 (k2+1- 2k) , somit (k?- )2 (k2 +1) =k® ,dso (k2 - 1)(k* - 1) = k®
und schliellich k% + k2 - 1=0.
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Fir welche k haben die beiden Figuren , Zehen’ ?

2
Bel Figurl muss die Bedingung % >1 erfillt sein.

Dies ergibt k* > k? + 1 und somit k> .fj ,

Esgilt aso: Figurl hat ,Zehen', wenn das Seitenverhdtnis des Ausgangsrechtecks groler ist, als das
Seitenverhdtnis beim Phonixrechteck.

Bel Figur2 muss die Bedingung d_lk +1 < k gelten.

Die Ungleichung 1+ dk < k?d fihrt mitk=xundd= 1/x2 +1 auf die Untersuchung der Gleichung

Ix2+1(x%2 - =1 unddamitaf X°-2C+2X*—2¢+x*—1=0

Mit dem Newtonverfahren ergibt sich die positive Lésung X = 1.4101905...,
d.h. fir k > 1.410... hat Figur2 eine Zehe.

Schaubilder zu den Funktionsgleichungen

y= 1+xv x%+1 und y= X2 4/ x% +1

Beispid:

Furk = +/2 ergibt sich die Zehenlange (k- dik- 1)cos(90° - a)= (42 - ——-1)—= » 0.0034

V6 43

Beim Ausgangsrechteck im DINAS-Format mit der Seitenlange 14.87 ergibt dies eine Zehenénge von ca. 0.5mm.

Prof. Hans-Dieter Baumgartner, Staatliches Seminar fur Schulpédagogik (Gymnasien)
Flandernstr.101 , 73732 Esdlingen ; hadi @bauminfo.de ; www.pihalbe.de
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