L eiterproblem

Eine Leiter der Lange h lehnt an einer Wand vor der ein wirfelformiger Kasten steht.
Bestimme die Hohe x , bel der die Leter an der Mauer anlehnt.

Bemerkung: DurchdieLangehist die Position der Leiter bisauf

1 \h Vertauschung von x und y eindeutig bestimmt.
1
y
Es gilt mit Pythagoras X2 + y2 =h? und
mit Srahlensatz = = x-1 und somit x +y =yx bzw. y:Loder X+y :i
y 1 x-1 x-1

Darausfolgt (x +Yy)? - 2xy = if und somit (X +y)?- 2(x +y) - ¥ =0

Firx +y =zergibtdies Z-2z-h% =0 unddieLosung z =1+ {h2+1 (= xy=x+y)

2 2

Wegen x+y =2z fogtausz= X—l die Gleichung x?- zx + z=0und somit x = z= ; 4z

X_
Zusammen ergibt sch die Formel

Lo 1t \h? +1+\/( 1+vh? +1)% - 4x1++/h? +1)
2
d.
A 1+x/h2+1+\/h2—2 h2+1-2
' B 2
1+ +/101+ +/98 - 2,/101

Firh=10m ergibtsch z=1+ /101 und x= , ca. 9.938m

2
For den Angtellwinkel gjlt tana = 2 = x - 1und somit a = 83.61°.
y

1+4/h% +1 - \/h2 -2vh?+1-2

2

Die zweite LAsung der quadratischen Gleichung ergibt y =
(dternative Wege: Symmetrieargument, y =z -X; y= z/X)



Erganzungen zum Leterproblem

Ausx +y?* = i und X:ifdgt 1+ >
X x-1 (x- 1)

h2
x2
und damit X2(x-1)2 + x* = H(x-1)? oder x*- 23+ (2- W) +2hPx +H =0
aus der Substitution x = u + 1 ergibt schdann  u* +20® +(2- )P +2u+1=0
Fir 2- i =t ergibt schdieGldchung U + 23 +tl# +2u+1=0

Diese Gleichung ist symmetrisch in den Koeffizienten. Daher ist mit jeder Zahl up  auch die
Kehrzahl 1/uy Lésung.

Sewird durch einen dternativen Ansatz anschaulich.

1 \Y

Mit Pythagoras gilt  (u+1)? +(v+1)> = ¢ und

+1

it Srehlensatz gilt Y% = Y - (darausfolgt u= + )
v+l 1 v
1 h? _
Zussmmenfolgt 1+ —— = oder u*+ 20 + (2-F)F +2u+1=0
u? (u+])2

Die minimae Lange der Leter betragt h = 22 (dh. u=v =1)

Diesergibt die Ungleichung 2- h? £- 6 , d.h. die Gleichung U* +2u + tuf +2u +1 = 0 hat nur fir

t £ - 6 pogtive Lésungen.

Firh= 22t dh. t=-6egbtsichdieGlachungf + 207 - 612+ 2u+ 1= (u-1)? (P +4u + 1)
mit den Losungen{ 1, J3-2,-43-2 }. Firh=0, d.h. t = 2 ergeben sich aus der Gleichung die

Losungen{-1,i, -i}. Fur t > 2 hat die Gleichung keine redllen Losungen.



