In ein Quadratgitter mit der Seitenlange n werden Gitterquadrate verschiedener
Grofle eingezeichnet.

=

Gitterzahlen
Wievide M oglichkeiten gibt es dafir? Bestimme die Folge der 'Gitterzahlen' .

Rechteckeim Quadratgitter
Wie viele Mdglichkeiten gibt es, in das obige Quadratgitter Rechtecke ver schiedener

Gr6l3e einzuzeichnen?
Terme
Begtimme den Anteil der Quadrate an der mdglichen Gesamtzahl der Rechtecke
4 3 2

Zeige der Term %+% nT % liefert Uber N nur nattrliche Zahen:

Untersuche die Endstellenin der Zahlenfolge der 'Gitterzahlen'.
3.Dimension

WievideWirfel der GroRek gibt esin einem Wirfe der GrolRen?(1 £ k £ n).
Wievide W rfe gibt esinsgesamt?

Wievide Quader gibt es?
K ehrwertsummen:

We chen Grenzwert hat die Rehe zur Kehrwerte der Gitter zahlen?

Weitere Fragen:

Gibt es unter den Gitterzahlen

n(n +1)6(2“ D Dreieckszahlen der Gestalt k(k+1)/2 2

Gibt esin der Gitterzahlenfolge auch Quadratzahlen?

Vergleiche die urspriingliche Problemstellung mit der entsprechenden Frage in Gittern aus
gleichsatigen Dreiecken bzw. regedméldgen Sechsecken.


Baumgärtner
g


Lésungshinweise

In en Quadratgitter mit der Satenldnge n werden Gitterquadrate verschiedener Grole
engezachnet.

Wie viele M dglichkeiten gibt es daftr?

Esgibt1+4+9+ ... r* Méglichkeiten.

n(n +1)(2n +1)
6
gibt esim Quadratgitter der Kantenlange n

Inggesamt n(n +1)6(2n 1) Quadrate verschiedner Grofe.

Wegenl1+4+9+..rf =

Die 'Gitterzahlen' lautet aso: 1, 5, 14, 30, 55, 91, 149, 204,... (quadrat. Pyramidalzahlen)

Wie vide Mdglichkeiten gibt es, in das obige Quadratgitter Rechtecke ver schiedener Grol3e
einzuzeichnen?

.2
Esgibt w;l)g Méglichkeiten.
e a
Man kann tberpriifen, dass dies die Partidsummenfolge zur Reihe 1+ 22+ 3 + 43 + . + 1
darstellt.
Der Antell der Quadrate an der moglichen Gesamtzahl der Rechtecke betragt a so: %
n(n
4 3 2
Die Differ enzenfunktion lautet: nn+1 (n(n *D_ 2n +1)) S LIS L L
2 2 3 4 6 4 6

Diesar Term der Differenzenfunktionliefert Uber N nur natirliche Zahlen:

Der Term n(n+1)(2n+1) liefert mit n =3k, n = 3k+1 und n =3k+2 Zahlen, die immer durch 6

tellbar sind.
4 2 2 3
oder: DieTerme n_n. n—(n -D(n+1) und n.n zﬂ(n - D(n+1) ligfern nur
4 4 4 6 6 6
netUrliche Zahlen,
Untersuche die Endstellen in der Zahlenfolge n(n +1)6(2n 1) .

Estreten nur die Endstdlen 0,1,4,5,6,9 auf.

Die Endstdlenfolge hat eine Periode von 20 Stellen, dader Term



(n+20)(n+21)(2n+41) n(n+D(2n+1)
6

= 20r? + 420 n + 2870 stets durch 10 teilbar i<t

Wievide Wirfel der GroRek gibt esin enem Wirfd der Groleen?(1 £ k £ n).
Wievide Wrfe gibt esinsgesamt?
Fir jeden Wirfel der GroRe k gibt es (n-k+1)2 Moglichkeiten.
Die Gesamtsummeist ds0 13+ 22 + ... +
Die Gesamtzahl dler Wirfel im Wurfelgitter entspricht also gerade dem Term
fur die Anzahl der Rechtecke im zweidimensionaen Quadratgitter.

n3(n +])3
Wieviele Quader gibt es? Esgibt ———— Quader im Gitterwirfel mit Kantenlange n

K ehrwertsummen:
Die Kehrwertsumme der Dreleckszahlen hat ds Grenzwert 2, die Kehrwertsumme der

2
Quadratzahlen hat ds Grenzwert % .

We chen Grenzwert hat die Rehe zur Kehrwerte der Gitter zahlen?

Die Folge n(n +1)6(2n D) ligfert fr den Grenzwert der Kehrwertsumme den Term:
18-24In2, d.h.ca 1.364

Hinweise zur Begriindung:
1 _ 1 N 1 4
n(n +)(2n+1) n n+l 2n+1
ida@E+—2y=-1442  udih2=1-1+1.1
n n+l n 2 3 4
Weitere Fragen:
Gibt es unter den Gitterzahlen n(n +1)é2n 1) aul3er den Zahlen 55 (n=5) und 91 (n=6)

weitere Dreieckszahlen der Gestalt k(k+1)/2 ?

Gibt esin der Gitterzahlenfolge auch Quadratzahlen?

Vergleiche die urspriingliche Problemstdlung mit der entsprechenden Frage zu Gitternin
gleichsatigen Dreiecken bzw. im rege méldigen Sechseck, in das gleichsatige Dreiecke
engezeichnet Sind.

Untersuche die Kehrwertsummen der 'Diagonden’, (Partialsummenfolgen) im
Pascaldreieck.



